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Latrasformatadi Laplace é unatrasformatadi tipo integrale che opera su unafunzione f(x):

+00

L(f(x)) = Ie_sx f(x)dx seR

0

oves e un qualsiasi parametro reae.

Latrasformatasi rivelamolto utile nellaintegrazione di alcuni tipi di equazioni differenzidi ein
parecchie applicazioni teoriche, come ad esempio lateoriade segnali e, piu in generale, in
elettronica

Vediamo ora come latrasformata di Laplace operasu alcune funzioni elementari che spesso
ricorrono nelle applicazioni:

(1) Trasformata di una funzione costante: f(x) = a (aeR).

+00 h h
S(f(x)= [a-edx= lim [a-edx= lim |-Z¢™| = lim (—ﬁe—shj+ie°
0 h—>+ooo h—+o| S 0 h—+o0 S S
e se5>0 (f(x)) = 4 e quindi converge
N
e ses<0 £(f (x)) divergea + .

(2) Trasformata di un esponenziale: f(x)=¢* a eR
h

+00 +00 h e—x(s—a) e—h(S—OL) 1
e(f(x) = Ieaxe_sxdxz Iex(“_s)dxz lim Ie‘x(s_“)dxz lim = lim +
0 0 h—+o0 0 h—+oo|— (S— OL) o h—+oo| — (S —OL) (S —OL)

e ses>a £(f(x)= 1 e quindi converge
§F—a

o ses<a £(f(x)) divergea+ oo.

La seguente tabella mostra alcune trasformate di Laplace per funzioni elementari:

S &) K ()
o
senox (o €R) > 5, >0
s +o
o
cosox (a0 €R) > >0
s”+a
k eR , costante k ; s>0
s
ax 1
e (aeR) ;s>
s—a
n!
x" (ne N) — . s>0
s

erisultamolto util e in parecchie questioni che coinvolgono I’ uso della trasformata.
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Trasformata di Laplace

Osservazione: Latrasformatadi Laplace gode delle seguenti proprieta:

1) Seg(x) e f(x) sono due funzioni si ha:
() +g(x) = T( £(x) +g(x))e dx (linearita)
per lalinearita dell’ operatore integrale ; perviene a
IO f(x)e™dx + Tg(X)e_sxdx =2(f (%) + £(g(x))

Pertanto latrasformata di Laplace conserva la somma di funzioni.
£(f(x) +g(x) = £(f(x)) + £(g(x))
2) Sia f(x) unafunzione e a unacostante reale:

+00

(af ()= [af (e dr=a [ f()e “dv=aL(f ()
0

0

Le due proprieta precedenti affermano che latrasformata di Laplace opera linearmente sulla
combinazione lineare di funzioni.

Vediamo ora come latrasformata di Laplace opera sulle derivate di una genericafunzione y(x).

Calcolo di £(y’(x))
Per definizione si ha

SO () = [V (x)e
0

Innanzitutto calcoliamo I’ integral e indefinito usando il metodo di integrazione per parti:

J.y' (x)e ™ dx =™ y(x) + Sjy(x)e_sxdx

Osservando che:
[y)e™dx= £((x))

selafunzione y(x) etaleche: lim y(h)e_Sh =0 s ottiene:
h—>+o0

@) = lim (e |- 3(0) +520:() = 52 () - 1(0)
Calcolo di £("(x))

Utilizzando la relazione appenatrovata e ponendo y'(x) = u(x) S ottiene
£(u'(x)) =s£(u(x)) -u(0)
Essendo u'(x) = y"(x) risulta
£01"(x)) = £’ (x)) = s£ (u(x)) —u(0)
Tenendo conto del valorericavato in precedenzadi £(y'(x)), s ottiene:
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Trasformata di Laplace

£ () = (') =3'(0) = s> £(y(x)) — 59(0) - '(0)
Con tecnicaanaloga si possono calcolare anche le derivate successive.

Esempio: Integrazione di un'equazione differenziale lineare e non omogenea Determinare
I"integrale che soddisfa al seguente problemadi Cauchy:

V() +y(x)=x
»0)=0
¥(0)=2

1) Primo metodo (giavisto precedentemente):

L’ equazione omogenea associatae: y"(x) + y(x) =0
lacui equazione caratteristicaé : p2 + 1 =0 che hacomesoluzioni p =+i.
La soluzione generale dell’ equazione omogenea &:

y(x) = Acosx + Bsenx
La soluzione particol are dell’ equazione non omogenea va cercatatrale funzioni del tipo:
u(x)=ax +b, (a, b eR);
Risulta
u'(x)=ae u"(x)=0.
Sostituendo nell’ equazione di partenza si ottiene:

ax +b=x

a=1
b=0

y(x) = Acosx+ Bsenx + x

per il principio di identitadel polinomi:

La soluzione generae della equazione data e

per trovare la soluzione a problema di Cauchy calcoliamo:
V'(x) =—Asenx + Bcosx + 1
y(0) =A4cos0+Bsen0+0=0
y(0) =—A4sen 0+ Bcos0 +1=2

A=0
B=1

dungue la soluzione che soddisfaa problemadi Cauchy e

quindi

y(x) = senx+x

2) Secondo metodo mediante la trasformata di Laplace
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Trasformata di Laplace

Se due funzioni sono uguali, anche le loro trasformate di Laplace saranno uguali. Applicando tale
proprieta ad ambo i membri dell’ equazione differenziale y" +y =x si perviene, tenendo conto della
proprietadi linearita, a

LGN (x) +y(x) = £ (1)) + £ (x)) = £(x)

y(0)=0

y'(0)=2
Sapendo che

L("(%)) = s*L(r(x)) — s9(0) - »'(0)
per le condizioni iniziali risulta:
20" () = s°L((x)) — 5 -0-2=52E(y(x)) - 2

dacui,

S2(y(3)) - 2+ £((x)) = £(x)

!
Sapendo che: £(x) = S e £(x") = g ricava
S2 S,n+1

(s2+DE(r(x))—2= %

equindi

125" 1+s°4s° 1 1

sz(s2 +1) - sz(s2 +1) 52 1452

Lv(x) =

Consultando la tabella precedente sappiamo che

80 == S(se)=——  £(senax) =
s 1+s o+s
per laproprietadi linearita &:

L(y(x)) = £(x) + £(senx) = £(x + senx)

; (>0

dacui:
y(x) = senx+x
che coincide con il risultato precedente.
Osservazione: S 0sservi che se s usalatrasformatadi Laplace, le condizioni iniziali vengono
utilizzate durante il procedimento, mentre nel calcolo classico primas calcolal’integrale generale e

poi s impongono le condizioni di Cauchy.
Quale dei due metodi sia piu conveniente dipende dalla naturadel problema.
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